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Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè:

ut = ∆u + f (u, v), vt = d∆v + g(u, v), (1)

Çäåñü d = D2
D1

� êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, x ìåíÿåòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Ω ⊂ Rm ïðè m = 1, 2, 3, ∆ = ∂2

∂x2
1
+ ... + ∂2

∂x2
m
� îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ïðè m = 2; 3 ãðàíèöà îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ∂Ω ∈ C2, ëèáî Ω
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëëåïèïåä. çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

∂u
∂n

|∂Ω =
∂v
∂n

|∂Ω = 0. (2)
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Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

Ïóñòü ñèñòåìà èìååò ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (u0, v0).
Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ óñëîâèÿìè, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî äèôôóçèîííàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü (íåóñòîé÷èâîñòü ïî Òüþðèíãó) ýòîãî ðàâíîâåñèÿ.
Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ (u0, v0) ñèñòåìû
ñ äèôôóçèåé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè â îòñóòñòâèå äèôôóçèè è
íåóñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè äèôôóçèè.
Turing A. M. The chemical basis of morphogenesis // Philosophical Transactions of the
Royal Society of London. Series B, Biological Sciences.�1952.�Ò. 237,
No 641.�Ñ. 37�72.
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Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà Îïðåäåëåíèå íåóñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå 1

Ðàâíîâåñèå (u0, v0) ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Òüþðèíãó,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ. Âî-ïåðâûõ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû áåç äèôôóçèè
ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âî-âòîðûõ,
ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé,
ëåæàùåå â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü ñëàãàåìûå ðåàêöèè f (u, v), g(u, v) çàâèñÿò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ

Îïðåäåëåíèå 2

Îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ñîäåðæàùàÿ òå ïàðàìåòðû, ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà, à êîýôôèöèåíò äèôôóçèè d
ôèêñèðîâàí, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà.
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Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà Îïðåäåëåíèå íåóñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå 1

Ðàâíîâåñèå (u0, v0) ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Òüþðèíãó,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ. Âî-ïåðâûõ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû áåç äèôôóçèè
ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âî-âòîðûõ,
ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ äèôôóçèåé,
ëåæàùåå â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïóñòü ñëàãàåìûå ðåàêöèè f (u, v), g(u, v) çàâèñÿò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ

Îïðåäåëåíèå 2

Îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ñîäåðæàùàÿ òå ïàðàìåòðû, ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà, à êîýôôèöèåíò äèôôóçèè d
ôèêñèðîâàí, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà.
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Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

Îïðåäåëåíèå 3

Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà d íàçûâàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå dc, ïðè êîòîðîì
ñïåêòð ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è ñ äèôôóçèåé ëåæèò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ(dc) = 0, ïðè÷åì
ïåðåñå÷åíèå ìíèìîé îñè ïðîèñõîäèò òðàíñâåðñàëüíî:

λ′|d=dc ̸= 0, (3)

øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó d.
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Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå îáëàñòè íåîáõîäèìûõ
è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îáùåãî âèäà, à òàêæå êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì
ðåàêöèè-äèôôóçèè, ñâÿçàííàÿ ñî ñòðóêòóðîé îáëàñòè íåóñòîé÷èèâîñòè. Îïèñàíèå
îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà äàíî â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è
Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïðåäëîæåíû çàìåíû ïåðåìåííûõ, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò äàòü óïðîùåííîå îïèñàíèå îáëàñòè äèôôóçèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óêàçàííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äâóõ òèïîâ ñèñòåì
ðåàêöèè-äèôôóçèè. Ïåðâûé òèï� ñèñòåìû Øíàêåíáåðãà, "áðþññåëÿòîð". Âòîðîé
òèï� ñèñòåìû Ãèðåð-Ìåéíõàðäòà, Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà.
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Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

×åðåç J îáîçíà÷èì ìàòðèöó ßêîáè

J =
(

fu fv
gu gv

)∣∣∣∣
(u0,v0)

(4)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà â áåçäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä

dy
dt

= Jy, y ∈ R2 (5)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà ïðè íàëè÷èè äèôôóçèè

ũt = △ũ + fuũ + fvṽ, ṽt = d△ṽ + guũ + gvṽ, (6)
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Murray J. D. Mathematical biology II: Spatial models and biomedical
applications.�Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, 1993.�Ñ. 71-98.

h(µ) = dµ2 − (dfu + gv)µ + det(J) (7)

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â îáùåì ñëó÷àå:

fu + gv < 0;
fugv − fvgu > 0;

dfu + gv ⩾ 2
√

d
√

det(J)
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Ãèïîòåçû. Òèï 1

Íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàìåòðû ñèñòåìû

d ̸= 1; fu · gv < 0.

(H1) fu > 0.

Òîãäà gv < 0 è d > 1. Ïóñòü F - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ

(H2) − gv = F(det(J)) (8)
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

fu < F(det(J)),
det(J) > 0, (9)

d · fu ⩾ F(det(J)) + 2
√

d
√

det(J)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ (det(J), fu). Êðèâàÿ íóëåâîãî ñëåäà:

fu = F(det(J)), (10)

Äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ:

(fu)0 =
1
d

F(det(J)) +
2√
d

√
det(J) (11)
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Ïóñòü ψk, µk - ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

∆ψk + µkψk = 0, x ∈ Ω,
∂ψk

∂n
|∂Ω = 0 (12)

h(µk) = dµ2
k − (dfu + gv)µk + det(J) (13)

Êðèâûå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé:

(fu)k(det(J)) = µk +
det(J)
d · µk

+
1
d

F(det(J)). (14)
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Òåîðåìà 1 (Î äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé)

Äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ (fu)0(Det(J))
1) ëåæèò íå âûøå ñåìåéñòâà (fu)k â ïëîñêîñòè (Det(J), fu);
2) èìååò ñ êàæäîé êðèâîé (fu)k åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ àáñöèññîé

Det(J) = dµ2
k , (15)

3) ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ (fu)k, k ∈ N.
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Òåîðåìà 2 (Î êðèâûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé)

Ïóñòü 1 ⩽ k < m. Òîãäà êðèâûå (fu)k(det(J)) è (fu)m(det(J)) â ïîëóïëîñêîñòè
DetJ > 0
1) èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ àáñöèññîé

(det(J))k,m = dµkµm, (16)

è îðäèíàòîé

(fu)k,m = µk + µm +
1
d

F(dµkµm), (17)

2) Åñëè det(J) < (det(J))k,m, òî

(fu)k < (fu)m (18)

è åñëè det(J) > (det(J))k,m, òî (fu)k > (fu)m.

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 13 / 49



Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Òåîðåìà 3 (Î êðèâûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé)

Êðèâûå (fu)k(det(J)) è (fu)k+1(det(J)) â ïîëóïëîñêîñòè DetJ > 0
1) èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ àáñöèññîé

(det(J))k,k+1 = dµkµk+1, (19)

è îðäèíàòîé

Γk = µk + µk+1 +
1
d

F(dµkµk+1), (20)

2) Åñëè det(J) ∈ [(det(J))k−1,k; (det(J))k,k+1], k ∈ N, òî

Γk−1 ⩽ (fu)k(Det(J)) ⩽ Γk. (21)
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

3) Åñëè det(J) ∈ [(det(J))k−1,k; (det(J))k,k+1], k ∈ N,

(fu)k(det(J)) = min
m

(fu)m(det(J))). (22)

Îïðåäåëåíèå 5

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z1(detJ) îáúåäèíåíèå êðèâûõ (fu)k(det(J)) ïðè
det(J) ∈ [(det(J))k−1,k; (det(J))k,k+1], k ⩾ 1

Z1(detJ) =
⋃
k⩾1

{(fu)k(detJ), detJ ∈ [(detJ)k−1,k, (detJ)k,k+1]}, (23)
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Òåîðåìà 4 (Îáëàñòü äèôôóçèîííîé íåóòîé÷èâîñòè)

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

µ1 + µ2 <
d − 1

d
F(dµ1µ2). (24)

Òîãäà îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

detJ > 0; fu < F(detJ); fu ⩾ Z1(detJ), (25)

ãäå Z1 îïðåäåëåíà â (26).
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Ïðèìåð 1: ñèñòåìà Øíàêåíáåðãà

Revina S.V., Lysenko S.A. Su�cient Turing instability conditions for the Schnakenberg
system // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà.
Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2021. Ò. 31. � 3. Ñ. 424-442. DOI: 10.35634/vm210306
Ñèñòåìà Øíàêåíáåðãà:

f (u, v) = u2v − u + a g(u, v) = −u2v + b.

(u0, v0) =

(
a + b,

b

(a + b)2

)
.

Y = b − a; X = a + b.
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

fu =
Y
X

; −gv = detJ = X2.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â ïëîñêîñòè (X, Y):

X > 0; Y < X3; Y ≥ 1
d

X3 +
2√
d

X2.

Êðèâàÿ íóëåâîãî ñëåäà è äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ

Y = X3, Y0 =
1
d

X3 +
2√
d

X2

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 18 / 49



Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â ïëîñêîñòè (detJ, fu):

fu < detJ; fu ≥ 1
d

detJ +
2√
d

√
detJ.

Êðèâàÿ íóëåâîãî ñëåäà, äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ è êðèâàÿ äîñòî÷íûõ óñëîâèé

fu = detJ, (fu)0 =
1
d

detJ +
2√
d

√
detJ.

(fu)k(detJ) =
µk + 1
µk · d

· detJ + µk
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Z1(detJ) =
⋃
k⩾1

{(fu)k(detJ), detJ ∈ [(detJ)k−1,k, (detJ)k,k+1]}, (26)

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d > 1 +
1
µ1

+
1
µ2

, (27)

Òîãäà îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé èìååò âèä

detJ > 0; fu < detJ; fu ⩾ Z1(detJ), (28)
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Ïðèìåð 2: Áðþññåëÿòîð

f (u, v) = A − (B + 1)u + u2v, g(u, v) = Bu − u2v. (29)

Âûïîëíåíèå ãèïîòåç:
fu = B − 1; −gv = detJ = A2. (30)

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

(u0, v0) =

(
A,

B
A

)
. (31)
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Ãðàíèöà îáëàñòè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â
ïåðåìåííûõ (Det(J), fu) ïðè d = 25, x ∈ [0, 4π].
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â
ïåðåìåííûõ (Det(J), fu) ïðè d = 25, x ∈ [0, 4π].
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â ïåðåìåííûõ (A, B)

Âèä ìíîãî÷ëåíà h(µ) â ïåðåìåííûõ (A, B):

h(µk) = dµ2
k − (d(B − 1)− A2)µk + A2 (32)

×òîáû ïîëó÷èòü êðèâûå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, âûðàçèì B èç h(µk) ÷åðåç A:

Bk(A) = µk +
1

dµk
A2 +

1
d

A2 + 1 (33)

Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî ïàðàáîë.
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Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â
ïåðåìåííûõ (A, B) ïðè d = 25, x ∈ (0, 4π).
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

Ãèïîòåçû. Òèï 2

Íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàìåòðû ñèñòåìû

d ̸= 1; fu · gv < 0.

(H1) fu > 0.

Òîãäà gv < 0 è d > 1.

(H2) gv = −1 (34)
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Ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà

Ïðèìåð 3: ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà

f (u, v) = a − bu +
u2

v
g(u, v) = u2 − v. (35)

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

(u0, v0) =

(
a + 1

b
,

(a + 1)2

b2

)
=

(
A
B

,
A2

B2

)
. (36)

Êðèâûå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé è äèñêðèìèíàíòíàÿ

Ak(B) =
dµk

dµk + 1
· 2B

B + µk
; A0 =

2dB
(
√

d
√

B + 1)2
(37)
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Ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà

fu =
B(2 − A)

A
> 0; −gv = 1. (38)

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà äëÿ ñèñòåìû Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà:

A <
2B

B + 1
;

B > 0;

A ⩽
2dB

(
√

d
√

B + 1)2
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Ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà

Ñâîéñòâà êðèâûõ Ak

Êðèâûå Ak(B) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) êðèâûå Ak(B) è Am(B) íà ïîëóïëîñêîñòè B > 0 èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ (Bk,m, Ak,m)

Bk,m = µkµmd; Ak,m = γk,mBk,m (39)

ãäå

γk,m =
2d

(dµm + 1)(dµk + 1)
(40)

2) Ïðè B ⩽ Bm,k è m < k êðèâàÿ Ak(X) ðàñïîëîæåíà íå âûøå êðèâîé Am(X):

Ak(X) ⩽ Am(X) (41)

Ïðè B > Bk,m êðèâàÿ Ak(B) ðàñïîëîæåíà âûøå êðèâîé Am(B) .
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Ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà

1) êðèâûå Ak(B) è Ak+1(B) íà ïîëóïëîñêîñòè B > 0 èìåþò åäèíñòâåííóþ òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ (Bk,k+1, Ak,k+1)

Bk,k+1 = µkµk+1d; Ak,k+1 = γkXk,k+1 (42)

ãäå

γk =
2d

(dµk + 1)(dµk+1 + 1)
(43)

2) Îáùèå òî÷êè (Bk,k+1, Ak,k+1) êðèâûõ Ak(B) è Ak+1(B) ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé ñ
óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì γk.
3) Íà ïðîìåæóòêå B ∈ [Bk−1,k, Bk,k+1] êðèâàÿ Ak(B) ðàñïîëîæåíà â ñåêòîðå,
îãðàíè÷åííîì ïðÿìûìè ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè γk−1 è γk:

γk−1B ⩽ Ak(B) ⩽ γkB. (44)

4) Íà ïðîìåæóòêå B ∈ [Bk−1,k, Bk,k+1] êðèâàÿ Ak(B) ðàñïîëîæåíà âûøå âñåõ
îñòàëüíûõ êðèâûõ Am(B), m ̸= k

Ak(B) = max
m

Am(B) (45)
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Ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

×åðåç As(B) îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ôðàãìåíòîâ êðèâûõ Ak(B) ïðè
B ∈ [Bk−1,k, Bk,k+1]:

As(B) =
⋃
{Ak(B), B ∈ [Bk−1,k, Bk,k+1]} (46)

1) Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà íà ïëîñêîñòè (B, A) çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

B > 0; A >
2B

B + 1
; A ⩽ As(B). (47)

2) Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè äëÿ B ∈ [Bk−1,k, Bk,k+1], A = Ak
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

dc =
A(B + µk)

µk(B(2 − A)− µkA)
(48)
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Ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Ïðèìåð 4: ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

f (u, v) = u(1 − u)− Auv
u + h

g(u, v) =
(

1 − v
u + h

)
v. (49)

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

(u0, v0) = (1 − A, 1 − A + h) . (50)

Âûïîëíåíèå ãèïîòåç

fu =
u0

v0
(1 − u0)− u0 > 0; −gv = 1. (51)
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Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Ïðèìåð 4: ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Êðèâûå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

(fu)0 =
1
d
+

1√
d

√
detJ (52)

Êðèâûå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

(fu)k = µk +
1
d
+

1
dµk

detJ (53)
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Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Îáëàñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
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Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ãèðåðà-Ìåéíõàðäòà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè:

ut = ∆u − u +
u2

v
, τvt = d∆v − v + u2 (54)

∂u
∂n

|∂Ω =
∂v
∂n

|∂Ω = 0. (55)

Çäåñü u = u(x, t) � àêòèâàòîð, v = v(x, t) � èíãèáèòîð, d > 0 � êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè, τ � ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè, x ∈ Ω ⊂ Rm ïðè m = 1, 2, 3,
∆ = ∂2

∂x2
1
+ ... + ∂2

∂x2
m
� îïåðàòîð Ëàïëàñà. Íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíû êðàåâûå

óñëîâèÿ Íåéìàíà
∂u
∂n

|∂Ω =
∂v
∂n

|∂Ω = 0. (56)
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Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Âòîðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü k � êðèòè÷åñêîå âîëíîâîå ÷èñëî; â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
äëèíà îòðåçêà ℓ çàêëþ÷åíà â ïðîìåæóòêå ℓ ∈ (ℓk−1,k, ℓk,k+1), â äâóìåðíîì ñëó÷àå
ïðè m ̸= 0, n = 0 ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà a ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó
a ∈ (ak−1,k, ak,k+1). Òîãäà ïðè τ ∈ (0; 0, 2059) ïðîèñõîäèò ìÿãêàÿ ïîòåðÿ
óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1; 1) íåëèíåéíîé ñèñòåìû è ïðè ìàëûõ
d > dk âîçíèêàþò óñòîé÷èâûå âòîðè÷íûå ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûå ðåøåíèÿ

(u(x); v(x)) = ±(d − dk)
1/2β1Ck cos

(
πk
ℓ

x1

)
+ (d − dk) (z0 + z(x)) + O((d − dk)

3/2,

(57)

ãäå Ck íàõîäÿòñÿ ÿâíî,

z0 = (C0
1; C0

2); z(x) = (C1
1; C1

2) cos
(

2πk
ℓ

x1

)
, (58)

êîýôôèöèåíòû C0
1, C0

2, C1
1, C1

2 íàéäåíû ÿâíî.
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Âòîðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ
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Ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè

x
t

u
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Æåñòêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè

u

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 46 / 49



Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Çàêëþ÷åíèå

Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà
Äëÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ðåàêöèè-äèôôóçèè îáùåãî âèäà ïðåäëîæåí ñïîñîá
àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáëàñòè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì
êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè. Ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà îãðàíè÷åíà êðèâîé íóëåâîãî ñëåäà, äèñêðèìèíàíòíîé
êðèâîé è ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
ßêîáè îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 47 / 49



Ñèñòåìà Áåääèíãòîíà-äåÀíãåëèñà

Çàêëþ÷åíèå

Êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.
Íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå êðèòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, êîãäà ñèñòåìà
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî
êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â äàííîé îáëàñòè. Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà
äèôôóçèè îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà îáëàñòè â ñëó÷àå îòðåçêà è ïðÿìîóãîëüíèêà.
Òüþðèíãîâû ñòðóêòóðû.
Ìåòîäîì Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ÿâíî íàéäåíû íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ ïî
ñòåïåíÿì íàäêðèòè÷íîñòè, êîãäà êîýôôèöèåíò äèôôóçèè íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìÿãêîé ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè.

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 48 / 49



Ëèòåðàòóðà

Ëèòåðàòóðà

Revina S.V., Lysenko S.A. Su�cient Turing instability conditions for the
Schnakenberg system // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2021. Ò. 31. � 3. Ñ.
424-442. DOI: 10.35634/vm210306

Ðåâèíà Ñ.Â. Îáëàñòü äèôôóçèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí. 2022. Ò. 24, âûï.
4. Ñ. 117�126. DOI: 10.46698/d6373-9335-7338-n

Ðåâèíà Ñ. Â., Ðÿáîâ À. Ñ. Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå Ãèðåðà�Ìåéíõàðäòà // Èçâåñòèÿ âóçîâ.
ÏÍÄ. 2023. T. 31, � 4. Ñ. 501�522. DOI: 10.18500/0869-6632-003053.
EDN: WZPQWD

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 49 / 49



Ëèòåðàòóðà

Ëèòåðàòóðà

Revina S.V., Lysenko S.A. Su�cient Turing instability conditions for the
Schnakenberg system // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2021. Ò. 31. � 3. Ñ.
424-442. DOI: 10.35634/vm210306

Ðåâèíà Ñ.Â. Îáëàñòü äèôôóçèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí. 2022. Ò. 24, âûï.
4. Ñ. 117�126. DOI: 10.46698/d6373-9335-7338-n

Ðåâèíà Ñ. Â., Ðÿáîâ À. Ñ. Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå Ãèðåðà�Ìåéíõàðäòà // Èçâåñòèÿ âóçîâ.
ÏÍÄ. 2023. T. 31, � 4. Ñ. 501�522. DOI: 10.18500/0869-6632-003053.
EDN: WZPQWD

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 49 / 49



Ëèòåðàòóðà

Ëèòåðàòóðà

Revina S.V., Lysenko S.A. Su�cient Turing instability conditions for the
Schnakenberg system // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2021. Ò. 31. � 3. Ñ.
424-442. DOI: 10.35634/vm210306

Ðåâèíà Ñ.Â. Îáëàñòü äèôôóçèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí. 2022. Ò. 24, âûï.
4. Ñ. 117�126. DOI: 10.46698/d6373-9335-7338-n

Ðåâèíà Ñ. Â., Ðÿáîâ À. Ñ. Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà â
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå Ãèðåðà�Ìåéíõàðäòà // Èçâåñòèÿ âóçîâ.
ÏÍÄ. 2023. T. 31, � 4. Ñ. 501�522. DOI: 10.18500/0869-6632-003053.
EDN: WZPQWD

Ðåâèíà Ñ. Â. (ÞÔÓ, ÞÌÈ) Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà 22 íîÿáðÿ 2023 ã. 49 / 49


	 
	 
	  
	  

	   
	   
	 -
	  

	 -
	

